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In de literatuur zijn verscheldene definitles gegeven voor het
radicaal van een willekeurige ring, die echter geen van alle ten volle
bevredigend zijn. We zullen deze radicaaldefinities hier niet bespre-
ken, maar enige algemene opmerkingen maken over eisen, waaraan radicaal-
definities kunnen voldoen. ‘

In het klassieke geval van hypercomplexe systemen (eindig-dimensio-
nale algebra's over een lichaam) is het radicaal de vereniging van allc
nilpotente linksidealen. In dit geval vertoont de restklassenring modulo
het radicaal ecn regelmatige en eenvoudige structuur, die volledige klas-
sificatie mogelijk maakt.

De klassieke theorie 1s zonder essentiéle wijzigingen te generali-
seren tot ringen, waarlin de linksidealen aan de minimumvoorwaarde vol-
doen., Bovendien komt het op hetzelfde neer het radicaal te definié&ren
als de vereniging van alle linksnilidealen, d.w,z. linksidealen waarvan
alle elementen nilpotent zijn.

Het doel van eecn radicaaldefinitie is het structuurprobleem van
gen ring in twee delen te splitsen, n.l. die van het radicaal zelf en
die van de restklassenring modulo het radicaal. Het is de bedoeling
dat deze restklassenringen (die in ileder geval zelf als radicaal het
nulideaal zullen moeten hebben) een grotere mate van regulariteit ver-
tonen, dan ringen in het algemeen,

We zullen nu voorloplg onder ecen radicaaldefinitie verstaan een

toevoeging aan iedcre ring A van een ideaal R(A) in A, In deze vorm is
de definitle nog tc algemeen om bruikbaar te zijn; we zullen er in het
vervolg nog naderc beperkingen aan opleggen.,

In de eerste plaats moeten we de ultdrukking "toevoeging aan iedere
ring" nader precisecren. Daar de klasse van alle ringen cen gevaarlijk
begrip is en in leder geval geen verzameling, waarop zonder meer func-
ties kunnen worden gedefinieerd, moeten we vaststellen dat deze toevoe-
ging in ieder geval alleen van het isomorfietype van de ring afhangt.
Dat wil dus zeggen dat als ¢ cen isomorfe afbeelding van de ring A op
de ring B is, R(A) door ¢ op R(B) wordt afgebeeld. Dus i
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(1) @ (A) = B en Y is isomorfic => W(R(A)) = R(B),

Dit houdt onder meer in dat R(A) invariant moet zijn ten opzichte
van alle automorficén van A,

De gangbarc radicaaldefinities worden op "algebralsche"wljze vast-
gelegd en voldoen daardoor automatisch aan (1).

Op grond van het bovenstaande stellen we bovendien de eils:
(2) R(A/R(A))=0.

Om verdere condities op hun waarde te beoordelen zullen we voor-
beelden gebruiken. Het zal daarbij spoedig nodig blijken voor deze
voorbeelden ringen te kiczen, waarop de klassicke theorie niet van toe-
passing is. We zullen daarom voor deze voorbeelden eon van de bestaande
radicaaldefinitics gebruiken. We kiczen dasrvoor de radicasldefinitic
van Jacobson. Dezc heeft het voordeel, dat zij de meest passende is
voor algebra's, waarin door middel van ecun norm cen metrick is vastge-
legd, d,w.z. voor Banach-nlgcebrats, zodat we kunnen putten uit het arse-
naal van aan de analyse ontleende voorbe.lden.

Het radicanl van Jacobson berust op het begrip "quasiregulier',
Een element a van een ring A heet rechtsguasiregulier als er een beA
bestaat, zodat ab+a+b=0; b heet dan ecn rechtsquasi-inverse van a,

Op analogce wigze definicert men linksquasiregulier en linksquasi-inverse,
Een ¢lement 2 heet quasircgulier 2ls het rechtsquasiregulier on links-
guasiregulicr 1s, In dat geval zign de linksquasi-inverse en de rechts-
quasi-inverse ondubbelzinnig bepaald ¢n aan clklar gelijk; dit element
heet dan de quasi-inverse van a, Een rechtsideaal of linksideaal heet
gquasircgulier als nl zijn clementen quasiregulicer zijn, Het radicaal

van Jacobson is de vereniging van nlle guasiregulicre linksidealen, Dit
is een tweezijdig idenal, dat tevens de vereniging van alle quasiregu-
liere rechtsidealen is. Bovendien voldoet het aan (1) en (2). We zullen
straks nog op het radicaal van Jacobson terugkomen,

De meest fundamentele operaties, die op ringen kunnen worden toe-
gepast zijn het tocpassen van homomorfe nfbeeldingen, het vormen van deel-
rin:un ¢n het vormen van directe sommen, Doze operatics zijn trouwens
fundamenteel voor alle door identiteiten gedefinicerde algebraische
structuran.

Het ligt voor de hond om te postuleren dat blj homomorfe afbeel-
ding het radaicaal ven cen ring overgaat in het radicaal van het beeld
van de ring. Als dus ky de ring A homomorf op de¢ ring B afbeeldt, zou

Y(R(A)) = R(B) moeten zijn. Op grond van (1) e¢n de homomorfiestelling
kunnen we deze eis ook voor &¢én ring formuleren, Als het ideaal J de
kern van 4/ is, i1s B isomorf met A/J en wel op grond van cen isomorfe
afbeelding ¥ , die vastgelegd is door XN¥= J, waarin " de kanonieke
homomorfic van A op A/J is. Op grond van (1) is dan R(B)= X (R(A/J)),
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dus X (P(R(A)))= % (R(A/J)), dus R(A/T) = Y (R(A))=(R(A),T)/T. Dus
(3) R(A/T) = (R(A), J)/J, als J ecen ideaal in A is.

Het 1s echter aan een eenvoudig voorbeeld to zien, dat (3) niet
vervuld 1s voor het radicaal van Jacobson, Neem hiertoe voor A de ring
van de gehele getallen en J=(4), dan is R(A)=0, dus (R(A),J)/J=3/J=0,
maar A/J is de restklassenring mod 4, diec {0,2} als radicaal heeft.
Dit 1s niet als een tekortkoming van het radicaal van Jacobson te be-
schouwen, daar bij iedere redelijke radicaaldefinitie het radicaal van
de ring der gehele getallen nul moet zijn en de restklassenring mod 4
aan de e¢isen van de klassicke theorie voldoet.

De radicaaldefinitie van Jacobson voldoet echter wel aan de vol-
gende verzwakking van (3):

(%) (R(A),J)/3 ¢ R(A/J), als J cen ideaal in A is,

Als n.l. & eon e¢lement van (R(A),J)/J is, is <r ec¢n b eR(A) met
bea. Nu is het linksidcaal (b)l voortgebracht door b gquasiregulier.
Het is cchter duidelijk dat de kanonicke homomorfie van A op A/J het
linksideaal (b)l afbeeldt op het door @ in A/J voortgebrachte links-
ideaal en dat dit laatste linksideaal ook quasireguller is. Dus
T eR(A/T).

Als we cchter het geval beschouwen dat J e R(A), dan geldt (3) wel
voor het radicaal van Jacobson, dus

(5) R(4/J)= R(A)/J, als J cen ideaal in A 1s ¢n J cR(A).

Op grond van (4) behoeven we alleen te bewijzen, dat R{A/J) ¢R{A)/J.
Dit volgt echter direct uit de volgende hulpstelling:

Als ab+a+b rechtsguasirvegulicr (resp. 1inksquasiregulier) is met
rechtsquasi-inverse (resp. linksguasi-inverse) ¢, dan is a (resp. b)
rechtsquasircgulicr (resp. linksquasiregulier) met rechtsquasi-inverse
be+b+e (resp. linksquasi-inverse catc+a).

Deze hulpstelling is Triviaal te verifié&ren,

Door J=R(A) to nemcn volgt uit (5) direet (2).

We beschouwen nu directe sommen, Deze vatien we op als directe
vereniging in dc¢ zin van de abstracte algebra ten opzichte van optel-
ling en vermenigvuldiging., Voor ringen komt dit, zoals bekend, hierop
ncer dat cen ring A dirvcecte som is van de ringen B en C als de additie-
ve groep van A dirccte somis inde 2in van de grocpentheoric van de addi-
ticve groepen van B en van C en als bovendien B en C elkaar annulerende
idealen in A zijn. Als dan a=b+c (a&h, beB, ceC), dan is a dan en
sleehts dan gquasirceguller als b en ¢ belde gquasiregulicr zijn., Hierult
volgt dircct

(6) R(A+B) = R(A) + R(B).

We beschouwen nu ewn do@lmmg1A1 van A en vragen ons af in hoeverre
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(7) R(Aq) = Aqf\R(A) als A, ven deelring van A is,

vervuld is, Dit blijkt niet het geval te zijn. Neem hilertoe voor A de
volle 2 ¥2 matrixring K, over cen lichaam K, dan is R(A)=0. Voor A,
nemen we de ring der matrices A 012 als X het lichaam K doorloopt
(Cjk(stelt de matrix voor met cen 1 op het snijpunt van de je rij en
de k“-kolom en clders nullen). In A1 zijn alle elementen nilpotent,
dus R{A,)=A,. In dit geval vinden we dus dat A N R(A)C:R(Aq)
echte inclusie, Dit voorbeeld blijft geheel binnen de klassieke theorie,

met een

Om ecen voorbeeld van de omgekecerde inclusie te geven moeten we bulten
de klassieke theorie gaan, omdat voor ringen, waarvan de linksidealen

aan de minimumvoorwaarde voldoen, de¢ inclusie AL N R(A)cC R(Aq) algemeen

geldig 1s, zoals makkelijk 18 in te zien, !

We kiczen als voorbeeld cen bekende ring ult de theorie der Ba-
nach-algebrats (zie B, Hille, Functional analysis and semi-groups,
blz.478). Als c¢lementen van de¢ ring nemen we de complexe functies, die
analytisch zijn voor |z| <1 wn continu voor |z| £1. Voor de optelling
nemen we do gewone optelling van functles; het product van twee func-
ties f£(z) en g(z) definilren we als de functie

z

J f(z-t)g(t)dt.

0
Het 1s makkelijk na te gaan, dat we op deze wijze even commutatieve
ring A krijgen, Definilren we bovendien

Nl = max |o(z)],
lz] ¢

dan 1s A ¢con complexe Bannchi-algebra zonder c¢enheidselement, Voor het
radicanl van Jacobson geldt nu R(A)=A, In iledere Banach-algubra geldt
0 n , . .
n.l., dat als de rceks S (-2)" convergeert, a quasiregulier is met
GO t'l?z’\
guasi-invarse b= E (-a)". In ons geval is door volledige inductic mak-
n="1
kelijk te bouwijzen, dat
n--1
N |7 e
[e7(2)] < BT iiel” .
o n d PETE e TR " o
dus £} S'GF?TTT [|£]]s nicrin stelt f
van £ ten opzichte van de hicrboven gudaf%gicerdc vermenigvuldiging.

natuurlijk de n” macht voor

Hierult volgt dircct do convergentic van Z:: (‘-f)n voor alle f

(” i%%(wf)nf] é“f” c”f“). Dus R(A)=A. Vogquq nemen we de polynomen
in Z?z het 1s duldelijk dat dezo oon doolrinsg van A vormen., De gquasi-
inversen van clementen van A,I behoeven echter nict in Aq te liggen; zo
heeft de constante functic 1 als guasi-inverse -¢"?% en de functie z
als gquasi-inversc-sin z. Dus R(A1)¥Aq; men kan zelfs bewijzen dat

R(Aq)zo. In ileder geval geldt in dit geval R(Aq)CZAqn R(A) met een



vchie inclusie, ‘

Het 1igt nu voor d¢ hand to veagen, wat or gebeurt als we voor A
ven linksldcaal of een rechisideasnl nemen, Als J ecn linksideszal in A
i1s en 2 cen in A gquasircgulicr clement van J, dan ligt de quasi-inverse
van a ook in J, zoals dircct ult de definitic van quasi-inverse volgt,
Verder 1s het door cen ¢lument a van J voortgebrachte linksideaal (a)y
in A uitcraard bevat in J. Stel nu dat 2 ¢JN R(A), dan ligt ieder ele-
ment van (r_a)l in J e¢n heeft een quasi-inverse, die in J ligt. Nu geldt
voor het door a voortgebrachte linksideaal (a)1J in J, dat (a)lJci(a)l,
dus ae R(J). Voor rcchtsidealen gaat het betoog analoog omdat het ra-
dicaal van Jacobson ook nct rechtsidealen kan worden gedefinicerd. We
hebben dus gevondoen:

1

(8) JNR(4) cRLT), n1s T en linksidcaal of cen rechtsideaal in A is.

Deze inclusic kan in hot klassicke geval al cen echte inclusie
zijn. Neem weer A=K, lan i1s R(A)=0, Ncum voor J het linksideaal be-
staande ult de matricos A0+ M ( ),/1& K). Het radicaal van J be-
staat uit de matrices /u.cg,](/ue K); dus R(J)#0. Dus JNAR(A)CR(J) met
een cchte inclusie,

Daar ringen met conheildselement bijzonder belangrijk zijn, gaan
we na wat cer met het radicaal gebourt bilj formele adjunctic van een
¢enhelidsclement aan cen ring A, We buschouwen daartoc paren (a,n) met
agan, neG (dv ring der gehele getallen) en definidren

{(a,n) + (b,m) = (2 + b, n +mn),
(a,n)(v,m) = (2b + 11 + nb,nm).

Het is makkelijk na to gnan, dont doze paren dan een ring Aq vormen met
cenheldsclement (0,1). Vorder vormen de elementen (a,0) een deelring
van Aq dic disomorf is mct A on die we gemakshalve met A identificeren.
Verder 1s makkelijk na to goaon, dat (a,n) dan en slechts dan quasire-
gulicr is, 213 hetzid »=0 ¢n 2 quasiregulicr in A, hetzi] n=-2 en -a
qua ircgulicr in A, Hicreuit loidt men divcet af dat R(Aq)zR(A).

(9) R(Aq)=R(A) nls 4, alt A ontstazt door formele adjunctic van een
cenheidseloment,

Het radicnal van Jicobson loat zich,zoals bekend, ook nog op een
andere wijze karakterdiscron, n.l. als doorsnede van de maximale links-

Xe-x € M voor allc x efi, We beschrijven dit verband met behulp van de
operatie # gedefinicerd door a b=ab+a+b. Doeze operatic heeft de vol-
gende clgenschappen.,

A, (ax¥b)xc = a %(bxc).

B. (a+b)%*c = axc + bwc - c,

C. as(btc) = a»b + anc - a,



Als omgekecerd cen algebraisch systeem gegeven 1s met twee binaire
operaties 4+ en ¥ , dat ten opzichte van + cen commutaticve groep is en
dat verder aan A,B en C voldoct, dan is dit systeem cen ring ten op-
zichtce van + en ten opzichte van de vermenigvuldiging gedefinieerd door
ab=ax b-a-b, Uit A,B vn C lcidt men n,l. gemakkelijk af:

(10) Ox*a = a#0 = a.

(11) (-a)%b = -a%b + 2b,
(12) a»(-b) = —-ab + 2a.
(13) (a-b)xc = axc - bxc + c.
(14) as(b-c) = axb - awxc + a.

Met behulp hiervan zijn de ringaxioma's gemakkelijk te verifiéren,
Op grond van {(1Q is O het ncutrale clement ten opzichte van ¥ . Quasi-
regulariteit is dus gewone regulariteit ten opzichte van ¥ . Het feit
dat de guasi-inverse ondubbelzinnig buepaald 1s is met behulp van 3 het
standaardbewljs voor het overcenkomstige felt van een inverse: uilt
a%b=0 en c»a=0 volgt c=c #0=c %¥(a #b)=(c+a)b=0%b=b.

Een dee¢l van hetgeen we willen bewijzen kan zelfs onder zwakkere
voorwazarden worden aangetoond. Laat in cen additieve groep een operatie
® gegeven zijn dic voldoct aan:

(15)  a®(6@) - (2@b)De
(16)  a®0 = 0Xp = a.

We definiéren @ ~regularitelt op de voor de hand liggende wijze,
Een ondcrgroep J heet cen @~linksideaﬂ.l als de restklassengroep mod J
de @ -opzratic als linksoperatic toclaat, d.w.z. als
a@(b+j)~a@b €J voor allc a,bgh e¢n jed.

In het bijzonder volgt hicrult voor b=0, dat a@j-a eJ voor alle
a€h ¢cn JE&J. De gewone som van twee 'X) -linksidealen is dan een @-—
linksideaal ¢n de doorsnede van willckeurig veel @ -linksidealen 1s een
@ -linksidcaal, Het heeft dus zin om te spreken van het () -linksidcaal
voortgebracht door cen clument van A, Verder heet cen @ -linksideaal
J c-regelmatig (ceA), als a®@c-c €J voor alle a€ A (we noemen het ook
regelmatig) . Een @ -linkgidesal dat het c-rogelmatige @ulinkside’:aal J
omvat is ook c-regoelmatiy,

Als ﬁb cen collectie deelverzamelingen van A is met A€ @, dan
heet B ¢en maximaal c¢lement van c;> als B € c}> en als voor iledere X€
met BC X zeldt X=B of X=A. Deze definitic wijkt af van de gebruikeli jke
in die zin, dat A zc¢lf ook cven maximaal clement van ¢ is. Het voordeel
is, dat ilederec c}) gen maximaal eloment bezit (n.l. A} en dat het dus
onder alle omstandigheden zin heeft om te spreken van de doorsnede van
alle maximale elementen van C%D .

A zelf is een ® -linksideaal, dat ¢-regelmatig is voor alle c e A.
Een c-regelmatig (9 -linksideaal J is dan e¢n slechts dan =A, als ce&J.



Immers als ced, dan is axc-a2eJ ¢n axc-ce&€J, dus ae J voor alle ae A.

Het  (@-radicaal R van A wordt nu gedcefinieerd als de verzameling )
van dic elementen van A dic cen @ regulicer &-linksideaal voortbren-
gen,

Verder noemen we S de doorsncde van alle maximale regelmatige (-
linksidealen,

Nu geldt R ¢S. Om dit te bewijzen is het blijkbaar voldoende om
het volgende aan te tonens

Als M een maximaal c-regelmatig () -linksideaal is, als a el en
als a 4M, dan is het door a voortgebrachte (§)-linksideaal (a)? niet
) -regulicr.,

Boewljs: Omdat a ¢M, is M#£A, dus C¢M. Wegens de maximalitelt wvan
M is de som van M on (a)®l gelijk aan A, dus geldt c=b+d, beM, de(a 1
Voor alle x€ A geldt nu x®d-c=x @d-x @(d+b)+x Qec-c e M, dus x®d#0.

Dus d is niect (@ -regulicre,

Du omgekeerde inclusic S CR tonen we aan voor de operatie 3, De
volgende hulpstelling geldt zelfs voor X .

Als alle clementen van cen  (¥) -linksideaal J (¥) -linksregulier
zijn, dan 1s J (¥ -regulicr.

Bewljs: Bij a €J bestaat cen behA met b®a=0. Hicrult volgt
-b=b ®a-b €J, dus beJ. Dus is b (¥ -linksregulier en, wegens b®a=0,
ook ®-ruchtsregulicr, dus & -regulicr met (¥ -inverse a. Dus 1s
a@®@-regulicr,

Lls a€ A dan is de verzameling der elementen x#a-a (x doorloopt
A) cen a-regelmatig - -linksideaal. In de cerste plaats is het een
additieve grocp want x ¥ a-a-(y #a-a)=(x-y)*a-a. Verder geldt voor
b,ce A dat b (c+xsxa-a)-b*¥c=(bxx-b)*a-a, dus is het cen % -links-
ideaal, dat klaarbligkelijk a-regelmatig is.

Om nu ScCR agn te “onen nemen we cen a€ A met a ¢R, dan is (a));
nict » -rcgulilcr ¢n bevat dus op grond van de zojulst bewezen hulp-
stelling een e¢lement b, dat nict ¥ -linksregulier ig, Als we nu aanto-
nen dat bg%S, dan geldt ook a G}ES. Het is dus voldoende de volgende be-
werlng te bewljzon:

Als b nilet % -linksrcgulicr is, dan bestaat =zr cen maximaal b-re-
gelmatig # -linksidecaal M met b &M,

Bewijs: Uit het gugeven volgt dat x % b#0 voor alle x€ A, We vormen
nu het b-regelmatige % -linksidcaal J met elementen x % b-b (x doorloopt
A). Nu is -b ¢J, dus b¢J. De collectic van de % -linksidealen van A
die J omvatten on waarvan b geen element is, voldoet aan de voorwaarden
van de stelling van Zorn en bevat dus een maximaal element M (hier is
maximaal bedoeld in de zin van de partiéle ordening door inclusic). Nu
is M b-regelmatig, omdat JC M, Maar M is ook maximaal als ¥ -linkside-
aal, want als K ecen + -linksidecaal is met MCK en M#£K, dan geldt b &K,
maar tevens is K b-regelmatig, dus K=A. Dus voldoet M aan de gestelde



clisen,

Het x -radicaal 1s cchter het radicaal van Jacobson, want ¥ -re-
gulicr is hetzelfde als quasi-rogulicr en cen % -linksideaal is het- |
zelfde als cen gewoon linksidecaal. Dit laatste volgt uilt
a %(b+j)-a»*b=a % j-a=aj+j. Vorder volgt ult xxa-a=-(x(-a)-x), dat als
we cen gewoon linksidcaal J a-regelmatig noemen als xa-x €J voor alle
x e A, dan blijkbaar cen a-regelmatig x-linksideaal hetzelfde 1s als
cen ~a-regelmatig gewoon linksideaal,

Hicrmee is dus cen bewljs gegeven van  de bekende stelling, dat
het radicaal van Jacobson de doorsnede is van alle maximale regelmatige
linksidealen, Het bewis wijkt nict essenticel af van het gangbare, maar
is in ¢en vorm gegoten, die de weg naar mogelljke gencralisatic wiljst.

We merken nog op, dat in cen ring met eenheidselement ¢ ieder links-
ideanl e-regelmatig is, waarult volgt, dat in dat geval het radicaal van
Jacobson de doorsncede 1s van allce maximale linksidealen,

We besluiten met von opmerking over de mogelljkheld om in cen ring
cen met de gewone vermenlgvuldiging samenhangende gewljzigde vermenig-
vuldiging in tc¢ vouren. Hicrtoo gaan we ult van cen endomorfic van de
additicve grocp van de ring, dat 1s dus egen afbeclding L?van A in zich-
zelf, dic voldout aan @ (a+b)= @(a)+ ?(b). Verder elsen we dat
W( Q(ab)c): ¢ (ag(be)). Als we nu de nicuwe vermenigvuldigingsoperatic
¢ invoeren door acb= q(ab), dan geeft het stelsel operaties + e¢n © weer
cen ringstructuur in A, die voor cen radicaaldefinitic kan worden ge-
bruikt, Op d¢ conscquentics hicrvan gaan we niet in. We merken slechts
op, dat als n cen geheel getal 1s de afbeelding tp(a):na aan de¢ eisen
voldoct. In e¢en matrixring zijn nog anderc afbeeldingen mogelijk: als
P ¢n Q vaste matrices zijn met P2=Q2=O, dan voldoet ook ?(X)zPXQ aan

de wilsen.



